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Integral definida y areas

1 Repaso: primitivas e integral indefinida

Dada una funcién de una variable independiente y = F'(z), ya se ha visto cémo se calcula su derivada

dy
/ — F/ _ 7
y (@) = -
y su diferencial
dy = F'(z)dx
0, lo que es lo mismo
dy = f(x)dx

donde f(z) = F'(z).

Pero puede presentarse el problema inverso: dada la derivada f(x), o el diferencial f(z)dz, hallar la
funcién primitiva F'(x) cuya derivada es f(z) o cuyo diferencial es f(z)dx.

Se denomina primitiva de f(x) a toda funcién F(x) que verifica F'(z) = f(z).

Ejemplo 1: Si f(z) = 2z, entonces F(z) = 22 + 5 es una primitiva de f(x).

Ejemplo 2: Si f(x) = 5cos(z), entonces F(x) = 5sin(z) + 12 y G(x) = 5sin(z) — 3 es una primitiva de
f(z).

Dada y = f(x), todas las primitivas de f difieren en una constante.

Es decir, si F'(x) y G(z) son primitivas de f, entonces sabemos que existe C' € R tal que F(z) = G(z) + C.

Lo anterior, nos permite escribir a las primitivas de una forma general a través de una nueva operacién
denominada integracion:

Dada f(x), representamos a todas sus primitivas como

/f(gc) de = F(z) +C

la expresién anterior se denomina integral indefinida de f(x)dx.

Ejemplo 3: Si f(z) = 2z, sabemos que todas las primitivas de f se pueden escribir como F(z) = 22 +C,

entonces escribimos /f(r) dx = 2> + C.
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Propiedades de la integral indefinida

Sean f(x), g(z) funciones, y a € R, entonces

1. /(f(x)-i—g(a:)) dmz/f(x)dx—&—/g(as)dw.

2. /a~f(:c)dx:a'/f(x)dx.

Métodos de integracién

Sean f,u funciones, F' una primitiva de f y du = u'dx, entonces vale

/ F) () dz = F (u(@)) + C  (método de sustitucién).
du

dz mediante sustitucion.

x
Ejemplo 4: Calculemos / _—
Jemp Vioa?
d
Haciendo 1 — 22 = u, resulta —2z dz = du, o también x dx = —%. Si reemplazamos todo eso en la
integral, tendremos

—du/2

u=—/u+C=—-1-22+C.

=

/ xdzx _/ —1d
/1 — 22 2 /u
———

Vu

Si u, v son funciones si ponemos du = u'dx, dv = v'dx, entonces vale:

/ udv = uv — / vdu (integracién por partes).

Ejemplo 5: Calcular /xcos(x) dx.

Considerando = u de donde dx = du, y cos(x) dx = dv de donde sin(x) = z, se tiene

/xcos(;v) dx = xzsin(z) — /sin(x) dz = zsin(z) + cos(z) + C

2 Integral Definida y areas

Supongamos que tenemos una curva y = f(x) > 0, definida en el intervalor [a, b], y queremos calcular el
drea bajo la curva (limitada por el eje ). Entonces podemos intentar hacer lo siguiente:

Dividimos el intervalo [a,b] en n partes iguales, mediante los puntos x1,..., Zn—1, y consideramos
To=ay r, =0b. Entonces (z; — x;_1) = Az parai=1,...,n.
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Para cada subintervalo, formamos el rectdngulo de altura f(z;_1) y base (z; —2;_1). Luego, podemos
sumar la superficie de todos esos rectangulos y tomarlos como aproximacion al area:
n n
Aaprox = (£1-20) f(x0)+(2—21) f(@1) - A (@n—Tn-1) f(Bn-1) = 3 _ (@i — i) f(wi1) = 3 Az f(zio1)
i N i=1

i=1 Ax

De esta manera, obtuvimos una primera aproximacioén al valor del area.

T3 T4 b=ux,

T2

a = X T

Figure 1: Método de exhauscién

Intuitivamente, podemos ver que si hacemos la divisién del intervalo més fina (incrementando la
cantidad n de partes), entonces nos aproximamos mejor al drea. Esa aproximacion, se expresa a través

de un limite.

Dada y = f(x), la integral definida de f(x) entre a y b es el limite

n

b
lim Z(% —z;-1) f(@io1) = / f(z)dz,

i=1

Calculemos algunas integrales definidas:

Ejemplo 6: Sea y = x definida en el intervalo [0, 1], calculemos su integral definida sobre dicho intervalo.

Para ello dividamos este intervalo en n partes iguales mediante los puntos:

1 2
o 20, T = —, T2 = — «e.cy Ty = ﬁ =1
n n n
Ahora formemos la suma
n n . n
1i—-1 1 ) 1nn-1) 1 1
S: ;. — - - = —_ = — —1 = = = 1—7
N
progresién
aritmética

Tomando el limite tendremos

1
1 1 1
/ rdr = lim (1—):
0 n—o00 2 n 2
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Vemos que en este caso, la integral definida da el 4rea del tridngulo rectdngulo de vértices (0, 0), (0, 1), (1,0).

Ejemplo 7: Sea y = x2 en el mismo intervalo, y la misma divisién que en el ejemplo anterior. Calculemos
la integral definida:

S, = i(wi —xio1) f(wi-1) i ’ ((2—1))2

) - n n
i=1 =1

$i(i1>2$(n_l)%@"—1) 33(11) (21)

1
1 1 1 1
/ 22dr = lim (1—) (2—):
0 n—o0 6 n n 3

Y el valor de la integral definida represena el drea bajo la pardbola en el intervalo [0, 1].

Luego

Adems3s la integral definida tiene las siguientes propiedades que a veces, ayudan en los calculos.

Sean f(x) y g(x) dos funciones, y a < ¢ < b, la integral definida tiene las siguientes propiedades:

1. /aaf(gc)dac:o7

2. /abf(a:)dx: —/baf(x)dm,

3. /abf(x)dx:/acf(x)dm—l—/cbf(x)dm.

Ejemplo 8: Sea f(x) = |z — 2|, calculemos f03 f(z)dx.

—(z—2)siz <2
(x —2)siz >2
Luego, por la propiedad 3 de las integrales definidas, podemos partir la evaluacién en el intervalo

3 2 3
[0, 3] como/ z/ —|—/ =0+ I
0 0 2

1
Célculo de I;: dividimos el intervalo [0,2] haciendo 2y = 0, x; = 2< ), ey Ty, = 2 (E) =2

Primero observamos que podemos escribir f(z) = {

n n
entonces
- ) i—1 "1 i—1
S, = P — T 1) = 22 =) 4-(1-
Mo et =35 (-2 ) <3 (1257

1
Luego I = lim 2+ 2— = 2.

oo n
Célculo de I,: dividimos el intervalo [2,3] haciendo zo = 2, 21 =2 + %, ey Ty =24 g — 3, luego
n 1 i—1
Sp = ;(% —xi—1)f(xi—1) = ; 5(2 ( — ) _9)
) 1(2_1):1(1_1) S=1
= 2 n /) nooo 2
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) 3 2 3 1 5
A51/0 f(x)d:z::/o f(ac)dx—i—/2 f(a:)dx:2—|—§:§.
3 Regla de Barrow

Si queremos calcular una integral definida, deseamos un camino mas sencillo que el método de ezhauscion
utilizado anteriormente.

Sea y = f(z) una funcién, y F(z) una primitiva, entonces

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a) = [F(x)]z (regla de Barrow)

La regla de Barrownos indica que el calculo de integrales definidas, se reduce al de hallar primitivas
(integral indefinida) y evaluarlas adecuadamente.

3

Ejemplo 9: Calcular la integral definida I = / 22 d.
-2

3 313
92 _
Luego / o {x } = 27 -8 = 35
-2 31

2m
Ejemplo 10: Calcular I :/ sin(z) dz.
0
Aplicamos la regla de Barrow a f(z) = sin(x), y buscamos una primitiva F(z) = cos(z).

2
Luego / sin(x) dz = [(:05(:5)]37r = cos(2m) —cos(0) =1—-1=0.
0

3.0.1 Recapitulacién

En los ejemplos 6-9, los resultados de las integrales definidas (en los intervalos correspondientes) coinciden
con las dreas entre la eje x y la curva y = f(x). La razén es sencilla de ver: notemos que en todos estos
casos f(xz) > 0, por lo que es claro que la construccién con rectdngulos (conocida como método de
exhaucion) debe aproximar el célculo del drea.

Sin embargo, si f(x) toma valores negativos, la construccién realizada con los rectdngulos y el limite
siguen teniendo sentido, y por lo tanto la integral definida en el intervalo sigue perfectamente definida.

Pero la equivalencia con el drea ya no es cierta. Eso es lo que ilustra el ejemplo 10.

En resumen, siempre hay que tener en cuenta que:

La integral definida en un intervalo NO siempre da el valor del area.
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3.1 Cambio de extremos

Cuando utilizamos el método de sustitucién para resolver una integral, a menudo resulta més sencillo
evaluar en nuevos extremos (cambio de variables mediante) que en los originales.

Sean f(z), u(z) funciones y F(z) una primitiva de f, entonces:

/  f (@) o (@) de = [F()]2,

donde u; = u(z1) y us = u(x2).

3
Ejemplo 11: Calculemos la integral [ = / V32 —x2dx
0

Primero intentemos encontrar una primitiva de f(z) = /3% — 22. Haciendo z = 3sin(u) = dx =
3 cos(u)du tendremos

/ V32 —22de = / 32 — 32sin%(u) 3 cos(u)du = 32 / cos? (u)du = % (sin(u) cos(u) + u)

2 1
Deshaciendo el cambio de variables tendremos cos(u) = /1 — % =3 32 —22yx = 3sin(u) =

x
arcsin <§> = u. Reemplazando tendremos

/\/32 —x2dx = § (% 32 — 22 + arcsin (g))

3

Luego evaluamos

3

1 1 1 1 9

I= {2 (w\/ 32 — 22 + 3% arcsin (g))} = 5(3 x 0+ 9arcsin(1)) — 5(0 X 3+ 9arcsin(0)) = 59% =-7
0

Notemos que lo que calculamos fue el drea del cuarto de circulo.

Y

Aunque resulta mas comodo hacer los siguientes cambios:

si = 3sin(u), entonces g = 0 = 3sin(ug) = up =0 0 1 =3 = 3sin(u;) = uy = g, luego

N ©

= /072r cos(x) de = {322 (sin(u) cos(u) + u)} ; = (g + sin (g) cos (g) — 0 — cos(0) Sin(O)) = Z’IT.

0
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4 Calculo de areas en coordenadas cartesianas

Ya hemos visto que una integral definida no siempre da el valor de un area, sin embargo, procediendo
de manera adecuada podemos utilizarla para calcular el drea entre dos curvas.

Sean y = f(x) y y = g(z) funciones tales que g(z) < f(z) sobre [a,b], entonces el drea limitada
por las curvas y las rectas © = a y © = b esta dada por

b
A= / G =) e
a S~

techo-piso

Ejemplo 12: Supongamos que deseamos hallar el drea entre la curva y = In(z) y el eje x, entre los
valores 1 < x <e.

21ty
1 iR
‘ X
1 2 € 3
_1 N
_2 N
_3 1

Entonces f(z) = In(z) (serd el “techo”), y tomamos el eje z dado por g(x) = 0 (serd el “piso”). Luego
el area correspondiente estara dada por:

/16 In(z) dz = [z(In(z) — 1]] = e(In(e) — 1) — 1(In(1) — 1) = 1.

Ejemplo 13: Determinar el drea encerrada por la pardbola y = 1 + 2z — 22 y la cuerda que une los
puntos Po(—1,-2) y P1(2,1).

1-(-2)

— =1y —-1+b=-2
2_(_1) y + =

Determinamos la ecuacién de la recta y = ma + b y tendremos m =

b=-2+4+1=—1, luego larectaes y =a — 1.
Gréficamente vemos que f(z) = 1 + 2z —2? > x — 1 = g(z) entre los puntos de interseccién dados
por xg = —1 y 21 = 2. Luego el drea estd dada por la integral definida

2 2 1, 1,5 9
/ (1+2x—x2—(x—1))dx:/ 242z -2} de = |22+ —2® — —23 =_.
~1 -1 2 31 2
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Ejemplo 14: Calcular el drea comprendida entre las pardbolas y? = 2z y 2% = 2y.

Y

-1+t

Notemos que las pardbolas se cortan entre los puntos x = 0 y x = 2, y ademaés la primer parabola la
podemos escribir como y = v/2x en el intervalo [0, 2].

1
La grafica nos muestra que f(z) = v2z > 53:2 = g(x), luego el drea buscada serd

2 K 2
A:/ \/2m—1m2 dx = g\/ﬁx%—lﬁ :é,
0 2 3 6" |, 3

Ejemplo 15: Calcular el drea entre el lugar geométrico \/y + /= = y/a y los ejes coordenados.
Notemos que z,y < 0 para que la rafz tenga sentido. Y también que 0 < z,y < v/a.

Y

a

Podemos escribir /y = va— vz =y = (Va— \/5)2 = a — 2v/a\/z + z, luego el drea buscada estars
dada por

a

a 2 1 1
/ (a—2vavz + z) de = |az — Waizt + 22| = Za?
0 3 2 ], 6

Ejemplo 16: (Célculo mediante subareas) Determinar el drea pintada de azul.
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Observamos que el area total A la podemos ver como la suma de dos subdreas:A = A; + A, donde
Aj es el subdrea a la izquierda de la linea punteada y As la de la derecha. Determinemos los limites de
cada una y su valor:

e Area A;: Notemos que f(z) = x(z — 2) tiene raices en = = 0,2. Luego el drea A, tiene como techo
a la funcién g(z) y como piso a f(z) con 0 < x < 2. Luego

Ay :/0 (In(5 — 2) — (z° — 2z))da.

Una primitiva de de g(z) (obtenida por substitucién) es G(z) = —(5 — z) In(5 — z) — z, y una primitiva
3
de f(x) es F(z) = % — 22, Luego

A =G((2) - F(2) - (G(0) = F(0)) = —3In(3) — 2 — g +4+5In(5) =5In(5) — 31In(3) — %

e Arca de Ay: Notemos que g(z) = 0 para = = 4. Luego, Ay tiene como techo a g(z) y como piso a
Ocon2<zx<4. Asi

Ag = /4 In(5 — z)dz = (G(4) — G(2)) = —1In(1) =4+ 3In(3) + 2 = 31In(3) — 2
2

2
Asi A= Ay + Az = 51n(5) = 31n(3) - £ +3In(3) — 2 = 5In(5) - g

4.1 Integracion respecto del eje y

Planteando la integral adecuadamente, podemos simplificar el célculo de areas recurriendo a la integral
respecto de la variable y.

Sean z = f(y) y * = g(y) funciones tales que g(y) < f(y) sobre [a,b], entonces el drea limitada
por las curvas y las rectas y = a y y = b esta dada por

b
A= / (F@) — o)) dy

2_

Ejemplo 17: Calcular el area encerrada por las siguientes curvas {y )
T—y=

En primer lugar, encontramos los puntos de interseccién igualando 42 = z v & = 2 + y, luego
Y =2+y=y’-y-2=0=>y=-1,y=2

Luego, las curvas se cortan en Py(1,—1) y P1(2,4).

31y
2,,
1 A2
Ay :
L ; x
A3 1 A2 3 4
—1+

Para calcular el drea una opcién es seccionar la regién en cuatro subdreas (tomando y = ++/x):
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1. La limitada por y/z (arriba), el eje = (abajo), entre 0 < z < 2

2. La limitada por /z (arriba), z — 2 = y (abajo), entre 2 < z < 4.

3. La limitada por el eje x (arriba), y = —y/x (abajo), entre 0 < z < 1.
4. La limitada por el eje = (arriba), y = © — 2 (abajo), entre 1 < x < 2.

Asi tendremos el valor del area expresado como la suma de cuatro integrales definidas A = A1 + As +
Az + Ay, donde

2 4 1 2
A1:/ Vzdr, AzZ/ (Vo —x +2)dz, A3=/ Ve da, A4=/ (2—z)dz.
0 2 0 1

Sin embargo hay un camino mas sencillo: si “rotamos” todo 90, podemos tomar como variable
independiente a y, y aplicamos la férmula “techo-piso”.

Tomamos f(y) =y + 2y g(y) =y, y vemos que en el drea en consideracién se verifica —1 <y < 2,

2 1 1.7 9
1ueg0A:/ (y+2-y*)dy= [y2+2yy3} =
. 2 3] 72

10



