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Cuadricas

1 Cuadricas
Luego de los planos y los cilindros, las superficies mas sencillas son las generadas por ecuaciones de

segundo orden con todas la variables (es decir, que haya variables elevadas al cuadrado). Este tipo de
superficies se denominan cuddricas.

1.1 Expresion general de las cuadricas

La ecuacion general incompleta de las superficies cuddricas es:

A2 + By  +C2 4+ Dx+ Ey+Fz+G=0

La expresion se denomina incompleta porque los denominados términos rectangulares o mixtos xy,
2z, yz no forman parte de la ecuacién (en el caso mds general, que no consideraremos, esos términos
también forman parte de la ecuacién general completa).

Los coeficientes A, B, C' se denominan cuadrdticos, mientras que D, E, F' son los coeficientes lineales.
El coeficiente G se denomina independiente o constante.

Las trazas paralelas a los planos coordenados de las superficies descriptas por la ecuacién general,
siempre son cénicas (pueden ser degeneradas).

Recordemos que una conica es degenerada si es solucién de una ecuaciéon de segundo orden en dos

variables y consiste en un par de rectas o un punto.
2
x
Ejemplo 1: Consideremos la cuddrica 9" v 42 —22—-1=0.

1
Podemos ver claramente que es una cuddrica donde A = 7 B=-1,C=0,D=2,E=0,F =-2

y G = —1 (recordemos que los coeficientes de los términos que no aparecen valen cero).
Analicemos alguna de sus trazas:

Trazas paralelas al plano zy, es decir, intersecciones con planos z = k.
2
x
Poniendo z = k en la ecuacion de la superficie, tendremos 9 — > +22—2k—1 =0, luego la ecuacién

de esas trazas serd

x2

C:g—y2—|—2x:1—|—2k,z:k

completando cuadrados tendremos

) (x —9)?

9 —y?=205+k),z=k

Notemos que si k > —5 entonces las trazas son hipérbolas centradas en C(9,0,%) con eje principal
paralelo al eje x. Si k < —5 tienen el mismo centro, pero eje principal paralelo al eje y. Si k = =5, la
traza es una coénica degenerada que consiste en un par de rectas.

Notemos que a medida que k se aleja de —5, tendremos que a = /18|k + 5| y b = /2|k + 5] se hacen
maés grandes (los vértices de las hipérbolas ”se alejan” del centro).
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1.2 Tipos de cuddricas

Una observacién importante es que S es una cudadrica dada por una ecuacién
S:Ax* +By* +C* +Dx+Ey+Fz+G=0,

entonces, multiplicar todo por —1 también nos da una expresion equivalente que permite definir a S:
S:—As?—By*—C:*—Dx—Ey—Fz—G=0,

A continuacién, presentamos 6 tipos de superficies que son representativas. La clasificacion ciertas
condiciones que deberan cumplirse respecto a los signos de los coeficientes, pero se sobreentiende que
dicha condicién bien podria cumplirse multiplicando toda la expresién correspondiente por —1.

1.2.1 Elipsoide.

Es la cuddrica donde los tres coeficientes cuadraticos A, B,C > 0 y el independiente verifica G < 0.

2 2 2
Ejemplo canénico: Consideremos el elipsoide definido por S': — + Z—Q + % =1.
a c

Los puntos A(+a,0,0), B(0,+b,0) y C(0,0,=£c) son los vértices del elipsoide, y los segmentos entre
vértices del mismo tipo determinan los ejes.

Sus trazas, paralelas a cualquier plano coordenado son elipses.

Ejemplo 2: La superficie S : —32% — 2y? — 22 — 22 + 1 = 0 es un elipsoide. Notemos que multiplicando
por —1 toda la expresién obtengo S : 322+ 2y? + 22 +2x—1, obtengo A=3, B=2,C=1,G = -1 < 0.

1.2.2 Hiperboloide de una hoja

Es la cuddrica donde hay dos coeficientes cuadréticos A, B, C positivos y uno negativo, y ademéas G < 0.

Ejemplo candénico: Consideremos el hiperboloide definido por S : LY E g,
a

La trazas paralelas al plano xy son elipses. Mientras que las paralelas al plano yz o xz son hipérbolas.

2

Ejemplo 3: La ecuacién S : —z? — % + 2241 = 0 es un hiperboloide de una hoja. Multiplicando la
1

expresién por —1 obtenemos S : z2 + % —22-1=0, yaqui se cumple que A =1, B = 3 C=-1<0

y G <O0.

1.2.3 Hipérboloide de dos hojas

Es la cuadrica donde hay dos coeficientes cuadraticos A, B, C positivos y uno negativo, y ademés G > 0.
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Ejemplo candénico: Consideremos el hiperboloide definido por S : % 32—2 — 2—2 =—1.
a c

Esta superficie tienen dos partes. En los planos paralelos al plano xy que intersecan la superficie, las

trazas son elipses. En los planos paralelos a xz y yz, las trazas son hipérbolas.

1.2.4 Paraboloide eliptico

Es la cuddrica donde hay dos coeficientes cuadraticos A, B,C positivos y el otro nulo. Ademaés el
coeficiente lineal D, E, ' correspondiente al cuadrético nulo, debe ser distinto de cero.

Ejemplo candnico: Consideremos el paraboloide definido por por S : z—z + z—j =z.
Aqui notemos que C' = 0, entonces debe ocurrir F' # 0 (en efecto, en este ejemplo F = —1).

La traza en el plano zy es un punto (el origen O), y las trazas paralelas al plano zy son elipses. Las
trazas paralelelas a los eje xz y yz son pardbolas.
1.2.5 Hiperboloide parabdlico (silla de montar)

Es la cuadrica donde hay un coeficiente A, B, C positivo, uno negativo y el tercero nulo. Ademas el
coeficiente lineal D, E, F' correspondiente al cuadratico nulo, debe ser distinto de cero.

2 2
x
Ejemplo canénico: Es la superficie dada por S': — — ‘Z—Q =2z.
a
Aqui notemos que C' = 0, entonces debe ocurrir F' # 0 (en efecto, en este ejemplo F' = —1).

x
La traza en el plano xy es un par de rectas y = +b—. Las trazas paralelas al plano xy son hipérbolas
a

(cuyo eje principal varfa dependiendo de la altura del plano). Las trazas paralelas a los planos zz y yz
son parabolas.

1.2.6 Cono eliptico

Es la superficie donde hay dos coeficientes A, B,C' positivos, uno negativo y G = — + — + —

(entenderemos mejor esta condicién cuando veamos las cuddricas con centro).

2 2

Ejemplo candnico: Es la superficie dada por S : x—z + z—z =22,
a
) 1 1 . .
Aqui A= -, B= 2 c=—-1,y D=FE=F =G =0 que cumplen trivialmente la condicion.
a

La superficie tiene dos partes, unidas por el vértice en O. La traza en el plano zy es dicho punto (el
origen O), y las trazas paralelas al plano xy son elipses. Las trazas paralelas a los planos zz y yz son
hipérbolas.

1.3 Cuadricas degeneradas

Recordemos que denominamos cuddrica a toda superficie definible a través de la ecuacién general in-
completa de segundo grado en dos variables. Hay algunas soluciones a esa ecuacién que no representa
superficies tan suaves como las mencionadas antes.

Casos especiales: Si hubiera una variable faltante en la ecuacion de una cuadrica, por ejemplo si
C = F =0 (falta la variable z), y tampoco hubiera términos lineales (es decir D = E = 0) podemos
obtener:

e un cilindro recto si 4, B,G > 0,
e un cilindro hiperbdlico si A > 0, B <0, G > 0,

e dos planos paralelos si A >0, B=10, G > 0,
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e unejesi A,B>0,G=0,
e dos planos que se cortan si A >0, B <0, G=0.
e un cilindro parabdlico si A # 0, B =0, y también F # 0.

asi resulta que los cilindros rectos, parabdlicos e hiperbdlicos, planos, rectas también son cuddricas.

Por ello, junto al cono eliptico y el punto (caso 4,B,C >0y D = E = F = G = 0) forman el
conjunto de las denominadas cuddricas degeneradas.

1.4 Cud&dricas con centro

De manera analoga a lo realizado con las cénicas, dada una ecuacién cuddrica, nos interesa saber cudl
es la superficie descripta, y eso lo haremos completando cuadrados.

Si al completar cuadrados obtengo una superficie con ecuaciéon

2 2 2
S:A (x—z0) +B (y—w) +C' (z—20) +D' =0,
4 ¥ 4
X “

Y

obtengo una cuddrica con centro C(X =0,Y =0,Z =0) = C(x0, Yo, 20)-

La cuadrica tendra centro, si completando cuadrados logro una expresion como la anterior.

El elipsoide, el hiperboloide de una y dos hojas, y el cono eliptico, se denominan cuddricas con
centro.

En cambio los paraboloides no tienen centro de simetria. La falta de algin término cuadratico, impide
que al completar cuadrados, se logre una expresién como la senalada.

Ejemplo 4: Determinar el tipo de cuddrica descripto por S : #® + 4y*> — z + 4y + 2z — 1 = 0 y hallar su
centro.

Procedemos reagrupando y completando cuadrados:

P44y Ayt z—1=a?—2+4+4y+2—-1=0
1 1

- <x2—22x+4—i)+((2y)2+2(2y)—|—1—1)+2—1=

(st 2+(2 +1)2+2717171
- 2 Y 4

g ) )

Ahora analizamos la ultima expresién:

1\ 2 1\ 2 _ _ _
—— —— ——

X v Z
y concluimos que la superficie es un paraboloide eliptico.

Como se trata de un paraboloide eliptico, la superficie no tiene centro.

Ejemplo 5: Dar la ecuacién y clasificar la cuddrica S con centro C(zo,3,1), que pasa por P(1,1,2), y
su traza con el plano zz es la cénica C : 222 — 422 — 8z + 82 + 11 = 0.

Si tiene centro C(xg, 3, 1), la cuddrica tiene ecuacién S : A'(z —x9)?+B'(y—3)>+C'(z—1)>+ D’ = 0.
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Al cortarla con el plano 7 : y = 0 obtengo la traza C : A’(z — x9)? + B'9+ C'(2 —1)2 + D' = 0.
Ahora analizo la expresién de esa traza completando cuadrados:
202 — 422 — 82 + 82 + 11 = 2(2? —4x) —4(2* —22) +11 =0
=22 -2 -8—-4(z—-1)*+4+11=0
=2 —-22-4(z-1)2+7=0
Ahora comparamos término a término y obtenemos A’ =2, g =2, ' = -4y 9B’ + D’ = 7, de donde
obtenemos que
D' =7-9B
Luego, la ecuacién nos queda S : 2(x — 2)%> + B'(y — 3)? —4(2 — 1)2+7- 9B’ = 0.
Como sabemos que P(1,1,2) estd en S, vale
2+4+4B —44+7-9B'=0,=5-5B'=0=B=1,D' = -2
Finalmente, obtenemos que la cuddrica es
S:2(r -2+ (y—32%—4(z—-1)?*-2=0

y la ecuacién corresponde a un hiperboloide de una hoja.

Ejemplo 6: Dar la ecuacién y clasificar la cuddrica S, cuya traza con el plano coordenado yz es
Ci:y’?—4y—z+4=0ysutrazaconelplanom:y=2es Cy : 22 — 22 — 2 = 0.
Sabemos que nuestra cuddrica tiene ecuacién S : Ax? + By? + C22+ Dx + Ey+ Fz + G = 0.
Si hacemos x = 0, obtenemos la traza C, : By? + C22 + Ey + Fz + G = 0. Comparando con
Ci:y?—4y—z+4=0o0obtenemos B=1,C=0,E=—-4,F=-1yG=4.
Luego, nuestra superficie estard dada por S : Az? + y? + Dz — 4y — 2z + 4 = 0.
Si hacemos y = 2, obtenemos la traza Co : Azx?+4+ Dx —8—2+4 = Axz? + Dx — 2 = 0. Comparando
con Cy : 22 —2x — 2 = 0 obtenemos A =1, D = —2.
Finalmente la superficie estard dada por
S+ -2 —4dy—24+4=0
(=1 + -2 (:+1)=0
X?+Y?2-Z=0
Y la cuadrica es un paraboloide eliptico.

Ejemplo 7: Dar la ecuacién y clasificar la cuddrica S con centro C(zg,2,1), que pasa por P(0,0,1), y
su traza con el plano 7 : z = 2 es la cénica C : 322 — 2y? — 6z 4+ 8y — 6 = 0.

Si tiene centro C(zg, 2, 1), la cuddrica tiene ecuacién S : A'(x—x0)?+ B’ (y—2)?+C'(2—1)?+ D’ = 0.

Al cortarla con el plano 7 : z = 2 obtengo la traza C : A'(z — x0)? + B'(y — 2)2 + C' + D' = 0.
Ahora analizo la expresién de esa traza completando cuadrados:

32% — 2% — 62+ 8y — 6 =3(z? — 2z) — 2(y* —4y) — 6 =0
=3x-1?-3-2(>y—22?+8-6=0
=3(x—-1)-2>y—22-1=0

Ahora comparamos término a término y obtenemos A’ =3, xg =1, B'= -2y C'+ D' = —1, de donde
obtenemos que
D'=-1-C
Luego, la ecuacién nos queda S : 3(z — 1)2 —2(y —2)2+ C'(z —1)2 -1 - C' = 0.
Como sabemos que P(0,0,1) estd en S, vale
3-8-1-C"=0,=C"=-6=D=-1-(-6)=5
Finalmente, obtenemos que la cuddrica es
S:3(x—1)? -2y —2?%*-6(z—1)*+5=0

y la ecuacién corresponde a un hiperboloide de una hoja.



